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1 Motivace

V pfirodé existuje nespocetné mnozstvi systémi, které jsou disipativni. To znamend, Ze neexistuje
zadna fyzikalni veli¢ina (jako energie, moment hybnosti apod.), ktera by se v systému zachovavala a
systém tedy nevykazuje zadny druh symetrie. Takové systémy byva velice obtizné popsat, nékteré
systémy vykazuji chaotické chovani a pro studium takovych jevi je nutné pouzit teorii chaosu v
disipativnich systémech (vice napiiklad v [1], v ¢eském jazyce je napiiklad [2]).

Je otézka, jsou-li vSechny redlné systémy v piirodé nutné disipativni. Za jistych okolnosti
muzeme mluvit o konzervativnich systémech a od disipativnich ¢initeld odhlédnout. Jako piiklad
uvedeme pohyb matematického kyvadla pohyb nebeskych téles nebo vysoce-energetické srazky v
urychlovacich ¢astic. I tyto systémy se v8ak za jistych okolnosti mohou vyvijet chaoticky (vice
napiiklad [1],[2]).

Smyslem tohoto kratsiho textu je dat ¢tenari vhled do uplnych zaklada teorie chaosu v konz-
ervativnich systémech. Pro vice informaci pak odkadZeme laskavého ¢tenafe na citované zdroje

[1],[2]-

2  Uvod do chaosu v konzervativnich systémech

Jako hamiltonovské systémy oznacujeme takové systémy, ve kterych nedochézi k disipaci energie.
Pfesnéji fefeno, systém nazveme hamiltonovskym, pokud je zéroveii konzervativni (hamiltonova
funkce systému je prvnim integrdlem pohybu, podrobnéji rozebrano v dalsi kapitole) a nazyvame jej
hamiltonovskym, protoze ¢asovy vyvoj systému lze popsat Hamiltonovymi kanonickymi rovnicemi.

Hamiltonovské systémy muzeme rozdélit na dvé tfidy. Integrabilni hamiltonovské systémy, ve
kterych nelze pozorovat chaotické chovani a neintegrabilni hamiltonovské systémy, ve kterych lze,
za ur¢itych podminek, pozorovat chaotické chovani [1]. (Ne)integrabilni systémy budou zvlast
diskutovany v kapitole 2.4.

2.1 Hamiltontiv formalismus, fazovy prostor

Pro popis zkoumanych systémt budeme uzivat Hamiltontv formalismus, ktery popisuje systém
o N stupnich volnosti v 2N rozmérném fazovém prostoru s nezéavislymi proménnymi p; a g¢;,
tedy s kanonickymi hybnostmi a se zobecnénymi soufadnicemi. Hamiltonova funkce je definovana
Legendreovou transformace nésledujicim zptusobem:

N
H(qj,pj,t) = Z(jipi — L(qi, Gis t), (1)
i=1

kde p; = é% a L(g;,qi,t) = T(4;) — V(qi,t) je Lagrangeova funkce.

Pro nas jsou zajimavé pripady, kdy se Hamiltonova funkce podél vyvoje systému neméni, tedy
Hamiltonova funkce nezavisi explicitné na ¢ase: H(q;,p;,t) = H(q;,p;)-

Vyvoj systému poté ziskame derivovanim Hamiltonovy funkce H(g;, p;), 6imz obdrzime Hamiltonovy
kanonické rovnice, tedy soustavu 2N diferencialni rovnic, jejichz feSenim ziskdme ¢asovou zavislost
qi(t), pi(t). I-tou dvojici hamiltonovych rovnic ziskdme jako

dgi _ 0H(gy,ps)

T on (2)
dp;  0H(g),py)

dt B 8qi ’ (3)

MiZe byt uZite¢né zménit parametrizaci a pomoci kanonické transformace piejit k jinym kanon-
ickym proménnym. Pfechod mezi dvéma systémy kanonickych proménnych se kona prostied-
nictvim generujicich funkei (ty jsou celkem ¢ty¥i: F;, ¢ = 1,2,3,4; na vybéru vSak z principu
nezalezi, transformace jsou vzajemné ekvivalentni) !, vice napiiklad v (|2]).

7Z pfedchoziho odstavce je zFejmé, Ze pii kanonické transformaci dochazi ke zméné Hamiltonovy
funkce. Je genialni trik zvolit takovou generujici funkci S = F; (napiiklad i = 2), abychom kanon-
ickou transformaci dostali nulovy hamiltonian. Lze pak trividlné ukézat, ze p¥islusejici kanon-
ické soufadnice jsou konstantni (Q; = konst, P; = konst) a obraz systému ve fazovém prostoru

1Vyuziva se pFitom volnosti v uréeni pFislusné Lagrangeovy funkce, coz lze nahlédnout z variovani akce J.



se s Casem neméni. Navic musi nutné platit: p; = g—i. Rovnice pro kanonickou transformaci
i

hamiltoniadnu je tak jedinou rovnici, kterd nam popisuje cely vyvoj systému. Je oznacovana jako

PR s
E—O.

2.2 Liouvilleova véta

Liouilleova véta fiké, Ze se objem fazového prostoru neméni pii ¢asovém vyvoji systému. Z toho
plyne, Ze v konzervativnich systémech nejsou pfitomny atraktory jako v disipativnich systémech,
coz usnadnuje hledani vyslednych trajektorii, na druhou stranu to komplikuje vliv pocate¢nich
podminek tak, Ze se systém pfi mirné odliSnych poc¢atecnich podminkach chova typové jinak, pro-
toze neprejde na zadny typicky atraktor jako u disipativnich systémii.

Naznaceni dikazu Liouvilleovy véty

Liouvilleova véta je disledkem jiné, obecnéjsi véty: Objem fazového prostoru je invariantni vici
kanonickym transformacim.
P#i piechodu od jedné baze {q,p} k jiné {Q,P} je potieba uréit Jacobin :

_0Qor _0Qop

kde {Q, P} =1 je fundamentélni Poissonova zavorka.
Objem fazového prostoru je roven:

o | = | o

Pti kanonické transformaci se neméni objem fazového prostoru. Navic se ukazuje, ze vgvoj
systému lze chdpat jako specidlni kanonickou transformaci z pocdtecniho do koncového stavu (viz
Brdicka, Hladik str. 363). Q.E.D.

Dalgim dtsledkem [1] je to, Ze pokud budeme pozorovat vyvoj hustoty pravdépodobnosti stavu
p, nebudeme pozorovat chaotické chovani, vyvoj bude linearni. Pro pozorovani chaotického chovani
je tedy tieba sledovat vyvoj jednotlivych trajektorii.

2.3 Integraly pohybu

V piipadé, Ze pro n&jakou funkci f soufadnic fazového prostoru g;, p; plati, Ze se pii ¢asovém vyvoji
systému neméndi, tedy

of
E—O (6)

nazveme ji integralem pohybu. Systém, ktery ma néjakou zachovavajici se veli¢inu, vykazuje jis-
tou symetrii (napiiklad zachovani energie je spojeno se symetrif vii¢i ¢asovému posunuti, zachovani
momentu hybnosti souvisi s rota¢ni symetrii apod.), coZ je obsahem teorému Emmy Noetherové. V
piipadé, Ze méa systém stejny pocet stupiil volnosti jako ma integralti pohybu, nazveme jej integra-
bilnim, v opatném piipadé jej nazveme neintegrabilnim. (Ne)integrabilitu systému lze zadefinovat
pomoci cyklického hamiltonidnu, coz provedeme v dalsi kapitole

a _

=y

2.4 Integrabilni a neintegrabilni systémy
Definice pomoci integralt pohybu

Integrabilni systém mé stejné mnozstvi integralit pohybu jako stupit volnosti. V takovém pfi-
padé je mozné nalézt kanonické transformace, které vyjadiuji integraly pohybu ve tvaru akénich

2Pro jistotu pfipominame, e nas zajima piipad, kdy hamiltonian nezéavisi explicitné na ase, avSak obecné
samoziejmé plati: H(qg;, gqsf b))+ %—f =0.

3Pro zjednodugeni dikazu provedeme ditkaz jen pro dvoudimenzionalni fazovy prostor.



proménnych J;(p, q), k nimZ jsou kanonicky sdruZené bezrozmérné thlové proménné 6;(q, p). To,
Ze jsou puvodni proménné (g, p) a nové proménné (J, ) svazany kanonickou transformaci, zaruéuje
zachovani tvaru rovnic (2) a (3). V piipadé periodickeé trajektorie ve fazovém prostoru je poté akce
(akéni proménna) tmeérné ploSe ohranicené trajektorii ve fazovém prostoru. Trajektorie integra-
bilnich systému se obecné pohybuji po povrchu toroidu. [1]

Definice pomoci cyklické Hamiltonovy funkce

Pro fadu dynamickych tloh (jako oscila¢ni systémy) je vyhodné piejit do kanonické baze tvorené ze
veli¢in akce J; a kanonicky sdruzeného thlu w; (¢imZ je zachovan tvar Hamiltonovych kanonickych
rovnic). Pokud je Hamiltonova funkce nezévisla na Case a separovatelny, lze vyuzit Hamiltonovu-
Jacobiho rovnici ([2]):

H—iH (g;qq) (7)

Jednotlivé komponenty jsou definovany nasledovné:

a5,
H; (aqz,qz') =aq; (8)
Akce je definovana néasledovné:

o 1 [0S(g,q)
Ji = o / pidg; = o / 90 dg; 9)

kde J; = J(«;)konst maji vyznam novych kanonickych hybnosti. Kanonicky sdruzené soutadnice,
tedy thly w; jsou pak definovany generujici funkei:

w; =

a7, (10)

Vyjadfeme hamiltonian H pomoci «;:

N N N
H:ZHi:Zai:Zai(']i) (11)

Hamiltonian, ktery je separovatelny a lze ho zapsat jako funkci J (ve smyslu pfedchoziho vz-
tahu), se nazyva cyklicky[2].

S pomoci jiz zavedenych veli¢in 1ze integrabilni systém definovat i jinak. Systém je integrabilni,
pokud Ize jeho Hamiltonovu funkei zapsat v cyklickém tvaru*: H = H(q;,p;) = H(J;) [2].

Obecné je systém integrabilni, pokud je Hamiltonova-Jacobiho rovnice separovatelnd do N
nezavislych rovnic. Pokud separovatelna neni, nazyva se systém neintegrabilni a takovy systém

vykazuje chaotické chovéni.

Prikladem integrabilniho systému je napiiklad jednoduchy harmonicky oscilator nebo matem-
atické kyvadlo (Figure 1). Jako elipticky bod oznacujeme fixni bod, v jehoZ okoli jsou trajektorie
elipsy. Dalsi pevné body, odpovidajici poloze kyvadla ve vratké rovnovazné poloze pfimo nad up-
evnénim se nazyvaji hyperbolické body hamiltonovského systému. Trajektorie, které vedou p¥imo
do, nebo z, hyperbolického bodu se nazyvaji separatrix, nebot oddéluji ¢asti fazového prostoru s
vyrazné odlisnym chovanim.

Jak vyplynulo z pfedchoziho vykladu, pokud nelze najit generujici funkci, kterou by piesel
hamiltonidn do cyklického tvaru, je systém neintegrabilni. To uz jak vime i znamené, Ze mame
mensi pocet integrali pohybu nez je pocet stupnt volnosti. V takovém pripadé se trajektorie
odchyli od povrchu toroidu a za¢ne se pohybovat v dalsi dimenzi, coz umozni chaotické chovani[1].
Typickym piikladem je dobfe znamy Problém N-téles (podrobnéji rozebran napiiklad v [2]).

4Tedy hamiltonian zavisly &isté na J;)
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Figure 1: Trajektorie kyvadla ve fazovém prostoru

3 PaAr slov ke KAM teorii

KAM teorie je teorie pojmenovana po panech Kolmogorov, Arnold a Moser, ktef{ svymi pracemi
navazali na problém feSeny uz Poincarém a to studium vyvoje systému pobliz separatrisy. Poincaré
pri diskuzi pribéhu fazové trajektorie systému narazil na velkou komplikovanost problému. Jeho
nastupci pak hledali spiSe rezimy, ve kterych se lze komplikovanosti vyhnout. KAM teorie je
struc¢né feceno teorif slabé neintegrabilnich hamiltonovskych systémi, 1ze vyjadrit takto:

H = Ho(Jl) + eHl(JZ-,wi)

kde € << 1 a ¢len eH;(J;, w;) ma vyznam poruchy a zpusobuje neintegrabilitu systémi.

KAM teorie vychézi z fady praci z oblasti nebeské mechaniky, vyuziva se klasické perturbacni
metody a vede napiiklad k predpovédim orbitalni rezonance (vice v [2]), ktera nastava u Jupitera
a Slunce.

4 Dalsi souvislosti

Chaotické chovani se také projevuje v fadé redlnych systému, které miZeme aproximovat jako
konzervativni systémy. Uvedme nyni stru¢né ndkolik prikladi.

Prikladem vyskytu chaosu v konzervativnich systémech je hra kule¢nik. V pfipadé, Ze ma hraci
plocha tvar "stadionu" s rovnymi bo¢nimi sténami a pulkruhy na koncich, je mozné v takovémto
systému pozorovat chaotické chovani. [1].

P1i urychlovani ¢astic v urychlovacich je také velmi ¢asto mozné, diky jejich velmi vysoké energii,
zanedbat disipaci energie a uzit pro popis jejich stability teorii hamiltonovskych konzervativnich
systému. [1]

Tuto teorii lze také pouzit [1] pro popis chovani supravodice vlozeného do vnéjstho magnet-
ického pole. Elektrony v takovém supravodici se seskupi do virovych mtizek, pohyb téchto virt



néasledné miize vykazovat chaotické chovani.

5 Zavér

Stru¢né jsme nastinili, ze chaotické chovani lze pozorovat i v hamiltonovskych konzervativnich sys-
témech, za predpokladu, ze maji dostateény pocet stupiti volnosti. Uvazovani hamiltonovskych
konzervativnich systémt umozinuje jednodussi popis dané soustavy nez v piipadé uvazovani disi-
pace enregie. V pfipadé, Ze je mozné disipaci energie zanedbat muze uziti této aproximace prinést,
a¢ za cenu snizené presnosti, dobry vhled do vyvoje systému, ktery by byl pfi uvazovani disipace
energie prilis slozity na feSeni.

References

[1] HILBORN, Robert C. Chaos and nonlinear dynamics: an introduction for scientists and engi-
neers. New York: Oxford University Press, second edition, 2000, ISBN: 978-0-471-87645-8.

(2] J. HORAK, L. KRLIN: Deterministicky chaos a matematické modely turbulence, Academia,
Praha, (1996)



	Motivace
	Úvod do chaosu v konzervativních systémech
	Hamiltonuv formalismus, fázový prostor
	Liouvilleova veta
	Integrály pohybu
	Integrabilní a neintegrabilní systémy

	Pár slov ke KAM teorii
	Další souvislosti
	Záver

